
32 equivalence relations on knot projections
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球面上の knot projection における、射影されたReidemeister move RI, strong RII,

weak RII, strong RIII, weak RIII を用いた同値関係を全て (25 = 32通り)考える。これ
らのどの同値関係が同じで、どの同値関係が異なるかを決定し、同値関係は異なる 21

種類に帰着することを示した [10]。

Definition 1.

球面上の knot projection において、射影された RI, RII, RIII を図のように定義する。

～ ～ ～

このうち、RII, RIII をさらに細かく strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII とし
て図のように定義する。点線は、つながり方を表している。

～～

～ ～

以後、球面上の knot projection を P で表す。ここでの P は鏡像を区別しないもの
とする。
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これらを用いて、次の32通りの同値関係を定義する。

(1) ∅
(2) { RI, strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII }
(3) { RI, strong RII, weak RII, strong RIII, }
(4) { RI, strong RII, weak RII, weak RIII }
(5) { RI, strong RII, strong RIII, weak RIII }
(6) { RI, weak RII, strong RIII, weak RIII }
(7) { RI, strong RII, strong RIII, }
(8) { RI, strong RII, weak RIII }
(9) { RI, weak RII, strong RIII, }
(10) { strong RII, weak RII, weak RIII }
(11) { strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII }
(12) { strong RII, weak RII, strong RIII, }
(13) { strong RII, strong RIII, }
(14) { strong RII, strong RIII, weak RIII }
(15) { strong RII, weak RIII }
(16) { weak RII, strong RIII, }
(17) { weak RII, strong RIII, weak RIII }
(18) { strong RII, }
(19) { weak RII, }
(20) { strong RII, weak RII, }
(21) { weak RII, weak RIII }
(22) { strong RIII, weak RIII }
(23) { strong RIII, }
(24) { weak RIII }
(25) { RI, }
(26) { RI, strong RII, }
(27) { RI, weak RII, }
(28) { RI, strong RII, weak RII, }
(29) { RI, strong RIII, }
(30) { RI, weak RIII }
(31) { RI, strong RIII, weak RIII }
(32) { RI, weak RII, weak RIII }

この32通りの同値関係が、異なる21種類に帰着することを示す。



(3) は、図のように strong RII, strong RIII を用いて weak RIII を生成することが出
来るので、(2) と同値である。 同様に、(4) ～ (9) も (2) と同値であることが示せる。

～～ ～

(10) ～ (32) の23通りを、次のように2つに分ける。
(A) RI を含む (25) ～ (32) の8通り
(B) RI を含まない (10) ～ (24) の15通り

(A) RI を含む (25) ～ (32) の8通り

Definition 2. ([4], [9], [10])

(1) P を 1b で reduced にしたものを P 1r と表す。
(2) P を 1b, strong 2b で reduced にしたものを P sr と表す。
(3) P を 1b, weak 2b で reduced にしたものを Pwr と表す。
(4) P を 1b, 2b で reduced にしたものを P 12r と表す。
(5) P を strong 2b で reduced にしたものを P 2sr と表す。
(6) P を 2b で reduced にしたものを P 2r と表す。
(7) P を weak 2b で reduced にしたものを P 2wr と表す。



Fact 1. ([4, 5], [9], [10], [13]) 以下、∼= は球面イソトピーを表すことにする。
(1) P1, P2 が RI で移り合う ⇐⇒ P1

1r ∼= P2
1r

(2) P1, P2 が RI, strong RII で移り合う ⇐⇒ P1
sr ∼= P2

sr

(3) P1, P2 が RI, weak RII で移り合う ⇐⇒ P1
wr ∼= P2

wr

(4) P1, P2 が RI, RII で移り合う ⇐⇒ P1
12r ∼= P2

12r

(5) P1, P2 が strong RII で移り合う ⇐⇒ P1
2sr ∼= P2

2sr

(6) P1, P2 が RII で移り合う ⇐⇒ P1
2r ∼= P2

2r

(7) P1, P2 が weak RII で移り合う ⇐⇒ P1
2wr ∼= P2

2wr

Fact 2. ([11])

P1 が 図の (a), (b), (c), (d) を含まず、P1, P2 が RI, strong RIII で移りあう=⇒ P2 は
P1 に ∞, 31 を有限個 connectd sum したものである。

(a) (b) (c) (d) ∞
Fact 3. ([11])

花木 [2]による P の trivializing number を tr(P ) と表す。tr(P ) は、RI, weak RIII に
おいて不変である。

Fact 4. ([7])

P の canonical genus を g(P ) と表す。tr(P )－ 2g(P ) は RI, weak RII, weak RIII にお
いて不変である。

Fact 1 ～ 4 を用いて、(25) ～ (32) を次のように分類することが出来る。

Case Formulae Key Fact

(25) RI [8F ] ̸= [T ] [31] ̸= [T ] [41] ̸= [T ] [31] ̸= [41] Fact 1 (1)

(26) RI, strong RII [8F ] ̸= [T ] [31] ̸= [T ] [41] = [T ] [51] ̸= [T ] Fact 1 (2)

(27) RI, weak RII [8F ] ̸= [T ] [31] = [T ] [41] ̸= [T ] [51] = [T ] Fact 1 (3)

(28) RI, RII [8F ] ̸= [T ] [31] = [T ] [41] = [T ] [51] = [T ] Fact 1 (4)

(29) RI, strong RIII [8F ] ̸= [T ] [31] = [T ] [41] ̸= [T ] [51] ̸= [T ] Fact 2

(30) RI, weak RIII [8F ] ̸= [T ] [31] ̸= [T ] [41] ̸= [T ] [31] = [41] Fact 3

(31) RI, RIII [8F ] = [T ] [74] = [T ]

(32) RI, weak RII, weak RIII [8F ] = [T ] [74] ̸= [T ] Fact 4

T 8F



Proposition 1.

P が交点を持つか持たないかは、weak RII, strong RIII, weak RIII において不変である。

(B) RI を含まない (10) ～ (24) の15通り
Proposition 1 より、次のように2つに分ける。
(a) strong RII を含む (10) ～ (15), (18), (20)の8通り
(b) strong RII を含まない (16), (17), (19), (21) ～ (24) の7通り

(B) (a) strong RII を含む (10) ～ (15), (18), (20) の8通り
(10) ～ (12), (13) ～ (15) はそれぞれ同値である。

Fact 5. ([1], [14])

Arnold invariant J+
S (P ) は strong RII, strong RIII, weak RIII で不変である。

Fact 1, 5 を用いて、(10) ～ (15), (18), (20) を次のように分類することが出来る。

Case Formulae Key Fact

(10), (11), (12) RII, RIII ∞ = 31 = 3A

(13), (14), (15) strong RII, RIII ∞ ̸= 31 = 3A Fact 5

(18) strong RII ∞ ̸= 31 ̸= 3A Fact 1 (5)

(20) RII ∞ = 31 ̸= 3A Fact 1 (6)

A∞
(B) (b) strong RII を含まない (16), (17), (19), (21) ～ (24) の7通り

Remark 1. (cf. [12])

P に任意の向きをつけたとき、図のような region を coherent region という。任意の
P は、向きの付け方によらず coherent region を少なくとも2つ含む。

1 3 5

1辺形 3辺形 ５辺形

…
…

2

2辺形 4辺形

4



Theorem 1.

coherent region うち、領域の辺数が奇数、偶数のものをそれぞれ coherent odd region、
coherent even region という。
(1) P が coherent odd region を含むか含まないかは、weak RII, strong RIII において
不変である。
(2) P が coherent even region を含むか含まないかは、weak RII において不変である。

Proof of Theorem 1.

(1) weak RII において、図の x, y の領域が coherent odd region かどうかは不変であ
る。また、a, b, c, d はいずれも coherent region ではない。strong RIII において、いず
れも coherent な 3辺形が存在する。これより、示された。(2) についても同様である。

～～ 3 3

Fact 6. ([7])

P に向きをつけ、 Seifert smoothing したときの circle の配置は、weak RII, weak RIII

において不変である。circle の配置は、P の向きの付け方にはよらない。

⇒
Fact 7.

P の交点数は、strong RIII, weak RIII で不変である。

Thereom 1, Fact 1, 3, 6, 7 を用いて、(16), (17), (19), (21) ～ (24) を次のように分
類することが出来る。

Case Formulae Key Fact

(16) weak RII, strong RIII ∞ = 31 = 3A 8F ̸= 2B Theorem 1 (1)

(17) weak RII, RIII ∞ = 31 = 3A 8F = 2B

(19) weak RII ∞ = 31 ̸= 3A 8F ̸= 8G Fact 1 (7)

(21) weak RII, weak RIII ∞ = 31 ̸= 3A 8F = 8G Fact 6

(22) RIII ∞ ̸= 31 = 3A 8F = 8G Fact 7

(23) strong RIII ∞ ̸= 31 = 3A 8F ̸= 8G Fact 7, Theorem 1

(24) weak RIII ∞ ̸= 31 ̸= 3A Fact 3



A∞ B8F 8G

以上より、32通りの同値関係は、次の21通りの同値関係に帰着する。

Case 関連結果
(1) ∅
(2) { RI, strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII } [7]

(11) { strong RII, weak RII, strong RIII, weak RIII } [14]

(14) { strong RII, strong RIII, weak RIII } Fact 5

(16) { weak RII, strong RIII, } Theorem 1 (1)

(17) { weak RII, strong RIII, weak RIII } [1]

(18) { strong RII, } Fact 1 (5), [10]

(19) { weak RII, } Fact 1 (7), [10]

(20) { strong RII, weak RII, } Fact 1 (6), [4, 5]

(21) { weak RII, weak RIII } Fact 4, 6

(22) { strong RIII, weak RIII } Fact 7

(23) { strong RIII, } Fact 5, 7

(24) { weak RIII } Fact 3 ～ 7

(25) { RI, } Fact 1 (1), [4, 5]

(26) { RI, strong RII, } Fact 1 (2), [9]

(27) { RI, weak RII, } Fact 1 (3), [9]

(28) { RI, strong RII, weak RII, } Fact 1 (4), [4, 5]

(29) { RI, strong RIII, } Fact 2, [6], [11]

(30) { RI, weak RIII } Fact 3, 4, [4, 5], [11]

(31) { RI, strong RIII, weak RIII } [3], [8]

(32) { RI, weak RII, weak RIII } Fact 4, [7]

これら 21種類の同値関係から、図のような pre-order が得られる。線の下側の同値
関係で同値な 2つの knot projection は、線の上側の同値関係でも同値であることを表
している。この図は講演後、早稲田大学の谷山公規先生にコメントを頂き、作成した
ものである。

この度は、日本大学の茂手木公彦先生と市原一裕先生に大変お世話になりました。感
謝申し上げます。
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